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Transferts thermiques dans les processus énergétiques

Echanges convectif en écoulement permanent

1 Définitions

1.1 Puissance thermique et flux surfacique

~ Soit la puissance d® (W) traversant algébriquement une surface élémentaire dA,

orientée par une normale n. Cette puissance est appelée flux d’énergie passant &
travers dA. Elle s’écrit en fonction du vecteur flux surfacique d’énergie g, défini
par :

d®=gq-ndA

On appelle flux surfacique algébrique d’énergie & travers la surface d4, la
quantité ¢ (W /m?) définie par :

po=gq-n
Pour chaque mode de transfert (conductif, convectif et radiatif), on définit
les quantités d@, g et .

1.2 Bilan d’énergie A

Bilan d’énergie pour un transfert stationnaire et sans mouvement : on considére
un volume de controle matériel  indéformable et limité par sa surface 0€2. Le .
bilan énergétique s’écrit :

/ —q-_adA+/PdQ=0
. - ¢

ol n désigne la normale extérieur au volume de contréle, g le vecteur flux
surfacique (conductif, convectif ou radiatif suivant les cas) et P est la puissance
dégagée (elle est comptée positivement si elle correspond & un échauffement du
systéme, ce qui est, en général, le cas). - '

Bilan d’énergie pour le transfert de chaleur instationnaire dans un fluide en
mouvement : on considére un volume de contréle matériel 2 et limité par sa
surface J€2. Le bilan énergétique s’écrit :



QE:__ —q-ﬁdA-l—/PdQ
_ dt - Jea = Q
ot H représente 'enthalpie contenue dans le volume de contréle matériel §2 :

H:/th
Q

avec h ’enthalpie spécifique. Pour un solide, un liquide ou un gaz parfait on
a dh = pCpdT, on en déduit donc, d’aprés le théoréme de Lelbmtz, la forme la
plus utilisée du bilan d’énergie :

dH
& @ [/pCTdQ]

= '/—‘?E—Cp—T]dQ+/ pCpT u-n dA
o Ot a9

= / —~g-ndA+ [ PdQ
N Q

".On peut aussi transformer l'intégrale de surface en intégrale de volume, ce
qui donne :

'/Mda+/div(pcpT_q) dQ:/ —q-@dA+/PdQ
Q ot Q s Q

En utilisant ’équation de bilan masse —E+d1v(/m)et si on suppose Cp con-
_stant, il vient :

/pcp( tu gradT) dQ:/ —q-ﬁdA+/PdQ
s Q

" 1.3 Les différentes expressions du flux surfacique

Flux conductif

= —A(T) gradT

Flux convectif

Soit une paroi solide léchée par un fluide en mouvement en I’absence de
transferts radiatifs. Le flux surfacique conductif & la paroi, coté sohde s’écrit
en fonction de la température et de la conductivité du solide :

d - s
‘(pc |paroi;3 - ~As a_y

paroi,s



Du coté du fluide, 4 la paroi la vitesse est nulle, donc, le flux & la paroi est
également de nature purement convectif, et il s’écrit en utilisant la conductivité
et la température du fluide :

cd I 3Tf

¢ paroiif —_)\f 8_3/- paroi, f
Par continuité du flux, on a :
oT, 0Ty
"B s O
paroi,s paroi, f

La température est également continue a la par01 Cependant, la détermi-
nation du gradient de température dans le fluide —;ﬂ est un probléme difficile
qui demande la résolution couplée de 1’équation de température dans le fluide et
dans le solide. Le flux 4 la paroi, c6té fluide, résulte en particulier d’un couplagé
entre la conduction et la convection. Par abus de langage on a I’habitude de
Pappeler flux convectif (en réalité c’est un flux thermo-convectif). En écoule-
ment turbulent en conduite, on verra plus loin qu’il existe, au voisinage immeédiat
de la paroi, une zone ow la variation de température est trés rapide en fonction
de la distance & la paroi. On notera § P'épaisseur de cette couche limite. A
Pextérieur de cette couche limite, le profil de température est trés plat. On
peut donc approcher le flux convectif par :

oT
df . . C — f
ooy = P lymo = =1 0y |y
(Tm_ p)
= h(T,—Tn)

Le coefficient h (W /m? /K) s’appelle coefficient d’échange (ou coefficient
de transfert convectif) a'la paroi. En général, il dépend des propriétés thermo-
physiques du fluide et de la nature de ’écoulement, mais pas de la nature de la
paroi. On verra plus loin qu’en géométrie fermée, lorsque la température ne varie
pas trop, h peut étre considéré comme constant en premiére approximation.

On généralise ce résultat pour une paroi & la température T, placée dans un
fluide & une température T},, en régime permanent, en admettant que le flux
convectif regu par le fluide se linéarise toujours sous la forme :

¢ =h(Tp, - Tn)

1.4 Nombres sans dimension utilisés pour les transferts
thermiques

Nombre de Nusselt :




Nu = hd flux convectif o
u= X flux conductif correspondan’t au méme écart de température
NB : pour un régime purement conductif (U = 0) on a bien évidemment Nu

=1
Nombre de Stanton (ou nombre de Margoulis) :

h__ Nu__Nu
" pCoU  RexPr Pe

Dans les corrélations, le nombre de Nusselt est donné en fonction des nombres
- sans dimension du probléme. Par exemple, pour une couche limite thermique :

Nu = f (Re, Pr, Fr)

Conditions aux limites
Les différentes conditions aux limites en paroi :

o flux imposé en paroi
o température imposée en paroi

- La forme de la relation Nu = f (Re,Pr,Fr) peut étre différente suivant le
type de conditions aux limites.

1.5 Résistance thermique

Soit ® la puissance thermique échangée pour un écart de température §7’, on
appelle résistance thermique la quantité R définie par :

1
o=~
5 0T
ou encore :
ST=R®

Résistance thermique lié aux échanges convectifs avec une paroi plane de
surface 4 :
1
R=—
h A

Résistance thermique liée aux échanges convectifs dans un tube de rayon R -
(exprimée par unité de longueur de tube) : :




Résistance thermique associée aux échanges conductifs entre deux parois
verticales de surface A et distantes de e :

e
YA

‘Résistance thermique associée aux échanges conductifs dans un espace annu-_
laire définis par les rayons R; < Rj (exprimée par unité de longueur de ’espace
annulaire) :

R =

()
T 27

Additivité des résistances thermiques : Si on considére un milieu dans lequel
transite, en régime permanent, une puissance thermique @, on peut le représen-
ter comme une série de points ol la température est connue et reliés entre aux
par des résistances thermiques. On a alors :

6notal =Z6ﬂ = ZER@ = (Z?R,) q’=§Req Lo

2 Convection forcée

2.1 Définition

Régime piloté par I'inertie, i.e., la dynamique de I’écoulement : Fr trés grand,
donc on peut négliger les forces de flottabilité dues aux différences de densité
dans I'écoulement.

2.2 Convection forcée en régime laminaire

Ecoulement laminaire établi dans un tube de diamétre D :

w =2 (1-47)

A= 8
{Cf=er:'6;

Dans le cas le plus général, on définit la température de melange dans une
sect1on de conduite par :

i) Az) pCpuTdA

Tin () = fA(:c) pCpudA



" Si de plus C;, est constant cette définition se simplifie et donne :

puTdA
i) = T 1
fA(:c) pudA Ja)
ce qui peut encore se simplifier si de plus p = constante :
f Az) WTdA 1
fA(::) udA AU A=)

Considérons le volume matériel 2 contenu dans une conduite de section
constante entre les sections z et z-+ dz. Soit dH ’enthalpie correspondante.
On a vu plus haut que : ’ ~

T (z) = uTdA

d 9[pCpT] 4
e = | el g .
dt(dH) /Q 5t Q+/aanpTg ndA
En régime permanent, on & :
d .
F@m= [ pC,Tu-nda
dt aq
Le champ de vitesse dans la conduite est axial (on note u la vitesse suivant

Paxe x de la conduite), de plus, sur la paroi qui limite le volume de controle, la
vitesse est nulle. On a donc, si C, est constant :

/ pCuT|, ,, dA - / pCouT), dA
Sztdz Sz

d
- (/ApcpuT dA) de

- (] o)

S‘oit_ en définitive : .

d
p (dH)

d .

Cette expression, est formellement identique & celle relative a un solide. Elle
est particuliérement remarquable pour un gaz.

Hypotheése 1 : il existe un régime thermiquement établi, i.e., un régime pour-
lequel :

T,(z) - T(e,r)
Ty @) (@) ")

Hypothése 2 : on néglige la conduction axiale devant les échanges convectifs
avec la paroi.




d Tp -T
—_ — t
o ( T,, — Tm),.:% constante

Nu= hT = constante

Or dl, T,—=T dl, T,-T dls
8r  dr Tp—Tm dz Tp— T, dz
A flux imposé, constant, en paroi : '

or dI, dT, dl, .
e m —= dant d
5z e . et in indépendant de r

Bilan d’énergie sur une tranche de conduite :

D dT,
o=rCgU g
112U dT;, D?
Tn@=h®@ -G 1
1120dT,, D* | D _dTn
=t @ 1 -7 a
hD 48
Nu= === = 43636
Section Nu a flux imposé Nu & température imposée
carrée 3.61 2.98
plans infinis  8.235 7.54

2.3 Convection forcée en régime turbulent

Ecoulement turbulent établi dans un tube de diamétre D :

Sous-couche en conduction :

T,-T()= %y
Zone logarithmique :
—_ —(pPrt YUy
= t
Ty = Koo, Cou In ( ” ) + constante

Hypothése de régime thermiquement établi.
Analogie de Reynolds : fluide idéal tel que Pr =1 et avec Pr; =1 : dans ce
cas on a similitude entre les profils de vitesse et de température :



| =0
et
Cy(T,~T
(u+1/t);; e - ) =1
pCp(Tp~T
=0
® =0
don :
PCp (Tp - T(y)) v= T (y)
@ (-
soit :
¢ _ o PG
(Tp - Tm) u

avec, puisque Pr =1 :

vpCp = A
soit :
_hD_wD _182UD X
AT Uv 88U v 8
En régime turbulent lisse, A, est donné par la loi de Blasius :

Nu Re

Ac = 0.184 x Re™02

On en déduit donc la corrélation :

f

Nu = 0.023 x Re®8

Ecoulement turbulent établi en conduite pour un fluide dont le nombre de

Prandtl est différent de 1 :

Corrélation de Colburn (valable que I’on soit & température ou & flux imposé,

pour un régime établi, i.e., 10 & 15 x Dy aprés l'entrée de la conduite et pour

un écoulement en charge dans la conduite) :

Nu = 0.023 x Re?? x Prl/3

Corrélation de Dittus-Boelter( valable pour les fluides non métalliques avec

0.7<Pr<120et 10* < Re < 1.2 x 10%) :

Nu = 0.023 x Re%8 x pr04



Corrélation de Sieder et Tate (si u varie avec la température) :

ﬁ@) 0.14

Nu = 0.023 x Re%8 x Prl/3 x (
H (Tp)

Le cas des métaux liquides (Kutateladze), pour Pe < 2 x 10% et Re < 10° :

Nu = Nug + 0.025 x Pe®

Nug = 7 si on est 4 flux constant en paroi, Nug = 4.8 si on est & température
constante en paroi.

Couche limite sur une plaque plane

La transition entre le régime laminaire et le régime turbulent se produit

pour :
Razz%=3x105 4 108
Ecoulement Laminaire Re = YL < 3 x 105  Turbulent Re > 5 x 10°
Fluides non métallique 10 > Pr > 0.5 Nu = 0.628xRe?5 x Prl/3 Nu = 0.035xRe®8 xPr1/3
Fluides métalliques Nu=1.1 (1 —Pr¥/ 3) Pe ‘Nu = 0.59x Pe?-61

3 Convection naturelle

3.1 Introduction

Le seul moteur de I’écoulement est la différence de température entre le fluide
environnant et la paroi.

Nu = f{(Gr,Pr)
avec :
3
Geo 98I
v

3.2 Cavité a plafond chauffant

pas de mouvement du fluide = Nu =1




3.3 Cavité avec plancher chauffant

la convection naturelle apparait lorsque Ra > 1700 avec :

g B 6T d3

VK ,

La transition entre le régime laminaire et le régime turbulent se produit pour
Ra, = 10* 4 10° pour les fluides non métalliques usuels.

Liquides non métalliques (1 < Pr < 20) :

Ra=GrxPr=

3.7 x 10° < Ra < 108 Nu = 0.13xRa%3
Ra > 108 turbulent Nu = 0.057xRal/3

Pour les gaz (0.5 < Pr < 2) : ,
1700 < Ra < 7000 laminaire Nu = 0.059xRa%*

7000 < Ra < 3.2 x 10° laminaire Nu = 0.212xRal/4
32x10° < Ra turbulent Nu = 0.061xRal/3

Métaux liquides (Kutateladze) : pour les métaux liquides le Ra. est trés

faible ce qui fait que le régime de convection naturelle laminaire n’existe pra-
tiquement pas.

Nu = 0.17 x (Ra x Pr)*/3

NB : dans les expressions ci-dessus Ra doit &tre évalué en utilisant pour 6T
la différence de température de plaque 4 plaque.

NB : Pour un exposant 1/3 le coefficient d’échange h devient indépendant
de la dimension caractéristique de la distance de plaque & plaque d.

3.4 Plaque chauffée par le dessus ou par ou refroidies le
dessous.

Corrélations de McAdams

105 < Ra < 2 x 107 laminaire Nu = 0.54xRal/4
2x 10" < Ra <3x 10 turbulent Nu = 0.14xRal/3

Plaque chauffée par le dessous ou refroidie par le dessus :

3x10° <Ra <3x 10 Nu=027xRal/‘

NB.: dans les expressions ci-dessus, Ra doit étre évalué en utilisant pour 6T
la différence de température entre le fluide ambiant et la paroi.

10



3.5 Plaque verticale chauffée ou refroidie, cylindre d’axe
vertical

la transition laminaire/turbulente se produit pour Gr, ~ 10°.
En laminaire & température imposée :

1/2 1/4 _ Y2 o /4
Nu, = O.SOSPL—&I?/Z et Nu= 0,677_1?1_2‘_f_1/4
(0.95 + Pr) (0.95 + Pr)
En laminaire & flux imposé :
2/5 1/4 L ‘ 2/5 /4
Nu, = 0.616_1:_11‘___)((2‘11_5 et Nu= 0‘771)1‘ X Gr1/5
S+ Pr 8+Pr
(0.8 + Pr)"/ (0.8 +Pr)

En turbulent pour 1’écoulement de convection naturelle le long d’une plaque
verticale ou & Pextérieur d’un cylindre & axe vertical en milieu ouvert (Gr >
109) : ' ;

En turbulent (corrélation de McAdams, applicable dans les gaz et les liquides
non métalliques usuels, vérifiée pour Ra < 1012) et pour les gaz et les liquides
non métalliques : '

Nu=0.13 x Ral/®

En turbulent pour les métaux liquides (corrélation de Kutateladze) :

Nu = 0.16 x (Gr x Pr?) "/

3.6 Echange entre les deux parois verticales, paralléles et
maintenues a température constante d’une cavité fer-
mée ‘

Ici I’échelle de longueur 4 prendre en compte dans I’évaluation des nombres sans

dimension est la distance entre les deux parois verticales.
Liquides non métallique (1 < Pr < 20 et 1 < H/d < 40) :

10° < Ra < 10° turbulent Nu = 0.046xRal/3 ‘
Gaz (05 <Pr<2et3< H/d < 42):

v Ra < 2000 - Laminaire Nu=1
6000 < Ra < 2 x 10° laminaire Nu = 0.197xRal/4 (—f%)’” *
2% 10° < Ra < 11x107 turbulent Nu = 0.073xRal/3 (£)7"/°

11




4 L’ailette et I’approximation de ’ailette

4.1 Introduction

La plupart des échangeurs de chaleur sont pourvus d’ailettes car ces derniéres

favorisent les transferts de chaleur. Considérons en effet une surface X, supposée

i la température Ty, placée dans un fluide ambiant & la température T,. Cette’
surface échange avec 'extérieur la puissance thermique : :

& =Sh(Ty —To)

Si maintenant on remplace cette surface par une ailette dont la base corre-
spond & la surface . Il y a maintenant conduction dans l'ailette et échange
convectif sur sa surface extérieure (on supposera que la surface de Dailette est
suffisamment réfléchissante pour que le flux thermique rayonné soit néglige-
able. Comme on va le montrer dans la suite, la présence de Dailette améliore
I’échange thermique en augmentant la surface de transfert. On définit 'efficacité
de Dailette de la fagon suivante :

__ flux conductif échangé & travers ¥ en présence de Dailette
"= Hux convectit échangé a travers ¥ en I’absence de l'ailette

7 est en fait le rapport du flux dissipé par Dailette, au flux que dissiperait,
dans les mémes conditions extérieures, la base nue (en 'absence d'ailette). Le
probléme est de rendre 7 le plus grand possible, au moindre cofit. '

NB : certains auteurs préférent la définition suivante de I'efficacité de P'ailette :

; , » " flux dissipé par l'ailette
flux dissipé par lailette si toute sa surface était 4 la méme température que sa base

7

4.2 Approximation de D’ailette

On fait les hypothéses suivantes :

¢ le régime est permanent,

e \et hne dépendant pas de T
Dans l'ailette on a un régime purement conductif régit par ’équation :

AAT =0

Avec les conventions d’axe définies sur la figure, et en supposant l'ailette de
dimension infinie dans la direction y, on a :

12



o°T o°T
A5 +A=—= =0
oz? + 022
de part les symétries du probléme (tant géométriques que thermiques), on
peut ramener ’étude & une demi-ailette. Si on peut négliger le rayonnement,

les conditions aux limites sont alors :

—2ZL(0,2) =0 (symétricen z = 0)

—)\% (a,2) = h(T(a,z) —T,) (échange convectif en = = a, surface latérale de l'ailette)
T(x,0) =Tp (température imposée 3 la base de Dailette en z = 0)

~A%L (z,c) = R (T(z,c) - T.) (échange convectif en z = ¢, extrémité de Pailette)

On peut résoudre numériquement ’équation précédente avec ses conditions
aux limites. Les méthodes des différences finies ou des éléments finis se prétent
bien 4 cette résolution. On va en chercher une solution analytique en procédant
a4 ce qu'on appelle Papproximation de lailette. On commence par adimension-
naliser équation et conditions aux limites. Pour cela, on pose :

gt =2
= £
_ -1,
Tt To—Ta
On obtient alors :
6 | + (ot 6 + 4+
ax+2T (:L' 12 )+3z+2T+($ 12 )=0

avec :

Zr(0,2)=0

9L (1,2%) + haT+(1, 2+) = 0

T+(.1,‘+,0) =1 .
+ c [+]

5 (@ 8) + BTt ) =0

- Une fois mises sous cette forme les équations du probléme, on constate que
Pon peut- faire I’étude en utilisant les lois de similitude. On voit également
apparaitre les nombres sans dimension importants. Il s’agit ici, en particulier,
du nombre de Biot défini par :

E _ héT _ flux convectif
X A%I " flux conductif

Bi=

Dans les échangeurs de chaleur, les matériaux choisis sont de bons con-
ducteurs de chaleur, donc X est élevé. De plus, dans certains dispositifs, les’
échanges se font principalement par convection naturelle, donc avec des coeffi-
cients d’échange h relativement faibles. Si on considére une portion d’ailette, elle
est parcourue par un flux conductif ¢ 4, et elle échange par ses parois externes .
un flux convectif p.,. Ona




Ped = —)‘%"E

Pev = h’(T - Ta)
Lo <1

Ped

A la limite, si ¢, = 0, les portions d’ailette peuvent étre considérées comme
isolées latéralement. On a alors une distribution de température linéaire en
z dans D'ailette, les isothermes étant constituées des plans z = constante. Si
Pew << @q, les isothermes ne sont pas rigoureusement confondues avec les
plans z = constante, mais on considérera qu’on peut négliger cet écart. Il s’agit
de ce qu’on appelle 'approximation de l'ailette. Elle permet de considérer que
T ne dépend en fait que de z.

Etablissons I’équation que doit vérifier T'(z) dans le cadre de 'approximation
de P’ailette. Pour cela, on va effectuer un bilan d’énergie entre deux plan de cote
z et z+dz. Puisque le régime est permanent, qu’il s’agit d'un volume de contréle
constitué d’un solide indéformable et qu'il n'y a pas de puissance dégagée dans
I'ailette, il vient simplement :

/ ~-¢g-ndA=0
a

Sur les plans de cote z et z + dz, le flux conductif est donné par la loi de
Fourrier. Sur ’axe de symétrie, le flux est nul. Enfin, sur la paroi latérale, le
flux convectif est associé au coefficient d’échange h. On a donc en définitive :

/ —/\—a—ZdA-s-/ /\gdA+/ Py dA=0
Az az Az+dz BZ Alntérale

Puisqu’on a supposé 'ailette de section constante X, il vient :

> (B_T
)3} 0z

ou p désigne le périmétre de I’ailette. Ce qui donne donc, si on suppose que
T ne dépend que de z :

or

z+dz ]

) dA—h(T —T,) pdz =0

z

a7

=SS = ph(T - T) =0
Soit encore : '
d’T  ph |
@ s T =0
avec comme conditions aux limites :
{ T(0) = To A
2L (o) = h(T(c) - Ta)

Pour intégrer cette équation différentielle, on va poser :
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( TEVE
On en connaft une solution particuliére :

'T(z)=Ta ‘

L’équation générale sans second membre admet pour solution :
g p

T (z) = Aexp(mz) + Bexp (—mz)
Donc la solution générale de ’équation & résoudre s’écrit :

T (2) = Aexp(mz) + Bexp(-mz) + T,
On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes A et B :

T(0)=To=>A+B=Ty—T,

Par ailleurs :

fid% - mAexp (mz) — mBexp (—mz)

donc :

_,\% (€) = h(T(c) = Tu) = —A(mAexp(mc) — mB exp (~mc)) = h (A exp (mc) + Bexp (—mc))

qui s’écrit encore :

A [1+5hﬁ] exp (mc) + B [1—5}12] exp (—mc) =0

On a donc en définitive :

To—Ta
(1+22) exp (me) — (1~ °) exp (~me)

m

B= (1+T) exp (mc) To—Ta

(1+2m) exp (me) — (1 - Am) exp (—mc)

Qui permet d’écrire la solution analytique :

T(z) = T, ,
B (1 = 22) exp (=me) (To — Ta)
(14 22) exp (mc) — (1 — 22) exp (—mc)
+ A (1+ 22) exp (mc) (Tp — Ta)
(1+22) exp (me) — (1 — A) exp (—mc)

exp (mz)

exp (—m2)

15



d’oll l'on tire :

%(Z) - m (12 exp (—me) (To — Te) exp (m2)

(14 22) exp (mc) — (1 — 22) exp (—mc)
(14 2R) exp (me) (T ~ T2)

- (1 + 22) exp (mc) — (1—22) exp (—mc) exp (~mz)

On peut donc calculer analytiquement I'efficacité de I’ailette considérée puisque :

flux conductif échangé a travers ¥ en présence de Pailette

flux convectif échangé a travers ¥ en 1'absence de I'ailette
- (o)

h(Th—-T,)%

Tous calculs faits, on obtient :

_m (1+ 2) exp (me) + (1 — 22) exp (—me)
h (1+ 42) exp (mc) — (1 — 22) exp (~mc)
On constate que lorsque la longueur de lailette augmente, 'efficacité com-

mence par augmenter, ce qui était le résultat attendu. Mais, lorsque exp (mc) >>

1, i.e., en pratique, lorsque mc > 3, 7 ne varie pratiquement plus avec la longueur
de Pailette ¢ :

Am
h
Ainsi, au dela d’une taille critique de P'ordre de :

3 /)\)3
ccr=—=3 —_—
m ph

augmenter la longueur de 'ailette ne modifie plus le flux qu’elle permet de
dissiper. Par conséquent, il faut optimiser la longueur des ailettes. De méme, il
faut jouer sur leur espacement pour favoriser les transferts convectifs.

me>3=>nn~n, =

On peut discuter a posteriori la validité de Papproximation de I’ailette. Cette
approximation sera d’autant mieux vérifiée que le nombre de Biot, qui rapporte
le flux convectif au flux conductif, sera petit. Ainsi, pour une ailette en acier

(A =15W /m/K), de largeur 2a = 2 x 10~3m, le nombre de Biot vaut *

N ,
Bi=—;-‘=7x10—5xh

Tant que Bi << 1, 'approximation de ’ailette sera justifi¢e, Cest-a-dire,
tant que A << 1.5 x 10*W /m? /K, c’est en général le cas pour les fluides
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non métalliques usuels, qu’oh soit en convection forcée ou en convection na-
turelle. Par contre, il faut faire attention la validité de 1'approximation de
Pailette lorsqu’on travaille avec des métaux liquides. En pratique, on peut mon-
trer (Cf. Taine et Petit), que tant que Bi < 1, Perreur commise sur le flux en
faisant ’approximation de 'ailette, est inférieure & 13%.

Exemple avec application numeérique : soit une ailette verticale en acier
(A =15W /m/K), de largeur 2a = 2 x 10~3m, de profondeur 10~2 m, refroidie
par convection naturelle turbulente. On considére des échanges dans l'air &
20°C, avec une surface maintenue & 60°C. Soit d la dimension caractensthue
de la surface de l'ailette, la corrélation de McAdams donne :

' ' 3 1/3
Nu= "2 _ 013 x Ra"/® = 0.13 x (M—)

A VK
Soit :

=
I

0.13 X \ x (M)Ua

2

1/3
10 x 40 x 0.7
293 x (1.5 x 10-5)>

~ 3x10°wW/m?/K

= 0.13x15x <

Le nombre de Biot vaut :

.3
: B1_1-5— 02«1

_ [eh _ [(4x10-3+2x10-2)3000 . _,
= ,\2"\/ 5x (@ x 103 x102) — om

La longueur critique de I'ailette est donc :

_3__ 3 _ —3
Cor = 0 = q9p = 6% 10

On peut tracer 'allure de ’efficacité de 1ailette avec sa longueur :

Am (1+ 22 exp (me) + (1 — A2) exp (—mec)
h (1+22) exp (mc) — (1 — A2) exp (—mc)

045 5 345 X exp (390 x ¢) ~ 1.45 x exp (~390 X c)
' 3.45 x exp (390 X ¢) + 1.45exp (—390 X ¢)

7(c)
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0 0.01 0.04 0.05

longueu: de l'allol?te
Profil type d’évolution de P’efficacité d’une ailette avec sa longueur

5 Le calcul des échangeurs de chaleur monophasiques

en régime permanent

5.1 Introduction

Le principe d’un échangeur de chaleur est de transférer une certaine quantité
de chaleur d’un fluide 4 un autre. Dans tout ce qui suit, on supposera les parois
opaques de fagon & ce que les transferts ne se fassent que par convection et par
conduction.

Le principe général de fonctionnement d’un échangeur sans changement de
phase peut étre assimilé & celui d*un quadripéle avec deux entrees fluide 1 (resp.
2) caractérisé & I'entrée par sa température de mélange T’ il (resp ,2)> SO0

débit massique m; (resp. mgy) et sa capacité calorifique Cp,1 (resp. Cp,2), et deux
sort1es fluide 1 (resp. 2) caractérisé 4 la sortie par sa température de mélange
1 (resp. T35, ,). Le débit massique se conserve (pas de réactions chimiques ni
de cha.ngement de phase) et on suppose que les capacités calorifiques des deux
fluides varient peu en fonction de la température pour les régimes considérés.
On distingue différents types d’échangeurs. Une premiére classe est consti-
tuée des échangeurs oi le courant des deux fluides se fait le long du méme axe.
On parla alors d’échangeur & co-courant si, de plus, les deux fluides circulent
dans le méme sens et d’échangeur & contre-courant dans le cas contraire. Une
deuxiéme classe est constituée d’échangeurs o les écoulements des fluides sont
brassés par des obstacles et par la turbulence des écoulements.
Dans tout ce qui suit, on supposera que 1’échangeur est parfaitement isolé

" de l'extérieur et donc qu’il n’y a pas de pertes thermiques.
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5.2 Résultat préliminaire : échange en conduite cylin-
drique entre le fluide et la paroi supposée a tempéra-
ture constante Tj

On suppose la conduite cylindrique de diameétre D et d’axe z, et on notera ¢
le flux convectif échangé 4 la paroi entre le fluide et la parci & ’abscisse z. On
désignera par T, la température de mélange du fluide caractérisé par sa masse
volumique p et sa capacité calorifique Cp. Le débit est noté m. On suppose que
la symétrie de révolution est respectée. Si on fait un bilan d’énergie sur fluide
contenue par le volume de contrdle défini par les sections d’abscisse z et z +dz,
on a I’équation de bilan générale :

/Mdﬂ+/ pCoT u-ndA = —q-ndA+/PdQ
o O o9 o0 Q
Ici il n’y a pas de sources de chaleur au sein du fluide. Par ailleurs on

supposera, que le régime est permanent et que la conduction axiale négligeable
devant la convection. Il reste donc :

/ pCoT u|, 4, dA~— / pCpT u|, dA = orDdzx
A:-i—d:: AI

soit :

pCp (/ T ul,, 4, dA ——/ T ul, dA) = pnDdx
Aztdn ) Ag

On rappelle la définition de la température de mélange :

[y uTdA

On a donc la relation suivante (puisque m = pAU) :

dl,
Par définition, on posera :
Cr =mC,

Cr s’appelle le débit de capacité (capacity rate en anglais). On a donc :

Cr% = oD = 1Dk (Ty — Tyn)

Oou encore :

—dTm
. C’r———-—(To T = —nDhdz
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On peut intégrer cette équation entre ’entrée (z = 0) et I'abscisse « :

Tm (IL‘) - To

C’rln( Te — T

) = —nwDhzx

ce qui donne :

Tn (z) = To + (T, — To) exp (—ﬂm)
Cr

On Tp désigne la température constante de la paroi, ce qui peut étre obtenu
si, de l'autre c6té de la paroi, se trouve un fluide restant, sur toute la longueur
de la conduite, sous deux phases (liquide et vapeur). On distingue le cas évapo-
rateur ol un liquide se vaporise en prélevant des calories sur le fluide circulant a
l'intérieur de la conduite (dans ce cas la température de mélange décroit suivant
'axe de la conduite en restant supérieure & Tp), du cas condenseur ot la vapeur
se condense (dans ce cas la température de mélange croit suivant 'axe de la
conduite en restant inférieure a Tp).

X . X

Cas d’un condenseur Cas d’un évaporateur

Considérons une longueur L de conduite. Si le fluide entre & la température
T, I'intégration de 1'équation précédente permet de déterminer la température -
de sortie T3, :

15 —Tp
C In (i;e——__T) = —nDhL
Ce qui permet d’exprimer Cr en fonction des autres variables :

~wDhL

Ts —To
T¢ ~To

La quantité totale de chaleur apportée au fluide entre Pentrée et la sortie
est : » '

C'r—
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Q = mC,(To-Tz)
Cr (T2 - T¢)
DR (T% — T2
T8 Tt
n (787)

On introduit les définitions suivantes :

e écart de température AT, :

ATy =T, —To

e écart de température logarithmique ATy, 1, :

ATE — ATE,
In (57%)

ATm,Log =

Avec ces définitions on obtient :

Q = —htDLATy, Log

5.3 Cas d’un échangeur plan

On considére le cas d’un échangeur plan 4 deux fluides séparés par une paroi
conductrice de conductivité A et d’épaisseur e. De part et d’autre de cette plaque
s’écoulent un fluide dit “chaud” (indice ) et un fluide dit “froid” (indice ¢), dont
les débits sont limités par deux autres parois paralléles supposées parfaitement
isolées et situées 4 une distance d de la paroi médiane. On suppose que les -
écoulements se font suivant 'axe z, on désigne par y I’axe de plaque 4 plaque, et
par z la direction perpendiculaire. On suppose que dans cette derniére direction

- la dimension ! des plaques est suffisamment importante pour que les effets de

bord soient négligeables. On désignera par T la longueur de la zone d’échange.
On supposera. de plus que les parois sont suffisamment peu réfléchissantes pour
que le rayonnement soit négligeable et on supposera également la conduction
axiale négligeable. ‘

Les débits massiques, comptés algébriquement, seront désignés respective-
ment par m, et my, et ils seront pris positifs si 'écoulement se fait dans le sens
Oz. Par hypothése on supposera que m. > 0. Si my < 0, Péchangeur sera
contre-courant, dans le cas contraire il sera & co-courant. Pour un abscisse z, on
désignera par T o (), T,z () , Tp,c (%) , Tp, s () les températures de mélange
et de paroi coté fluide chaud et fluide froid.

Pour traiter ce probléme, on effectue des bilan d’énergie sur des volumes de
controdle, coté fluide chaud et fluide froid, compris entre les sections d’abscisse x
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et z+dz. L'enthalpie dH, (resp. dHy)du fluide chaud (resp. froid) compris dans
le volume de controle associé vérifie (Cf. plus haut définition de la température
de mélange) :

% (dHC) = mcCP,C dTm’c = faﬂc _.q_ ‘n dA + fgc Pc dQ -
& (dHf) = msCp s dTr, s = fanf —g-ndA+ fnf Py dQ

D’une part on a ici P, = Py = 0, d’autre part le seul terme de flux surfacique
qui intervient ici est le flux convectif au niveau de la paroi conductrice. Par
ailleurs, le flux d’énergie d® qui traverse la paroi conductrice sur la longueur dz
considéré est donné par : '

d - d
=% (dHy) = —— (dH.)

On peut donc écrire :

—d® = m.Cpe AT =1 dz he (Tpc = Tomc)
d® =mCp,s dTom,; =1 dz hy (Tp 5 — Tn,f)

ici h et hy désignent les coeficients d’échange moyennés sur la longueur de
P’échangeur. On peut exprimer d® en fonction de la différence entre les tem-
pératures de mélange des deux fluides en appliquant la méthode des résistances
thermiques. La puissance d® qui transite de Ty, . & Tin s traverse une série de
résistances thermiques constituées successivement de la résistance de la couche
limite convective coté fluide chaud (résistance 5z L—), de la résistance conduc-
tive de la paroi médiane (résistance =) et de la résistance de la couche limite
convective .coté fluide froid (résistance Al 7z=)- D’aprés le principe d’additivité

des résistances thermiques, la résistaxce globale est :

R — 1 + e + 1
77 heldr * Mdz  hyldz
NB : on pourrait rajouter, dans l'expression précédente, des résistances
d’encrassement, ce qui revient a rajouter des parois conductrices supplémen-
taires.
On posera hy, coefficient d’échange global, la quantité :

ho=(—+2 +1—1
77 \he A h,

R = 1 _ T — T, f
g hgldz dd

On a donc :

" ou encore :

d® = hyldz (T e — Tim,f)
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Ce qui donne :

Iﬁh):i_ (Tmyc - Tm’f) = (Tm,c - TPrC)
Ei‘ (Tne = Tm,f) = (T Wf Tom,5)
et le systéme initial se simplifie en :

) meCp e dTpn,c = —hgldz (Trn e — Tin,5)
my Co.f @Tm,f = hgldz (Tim,c ~ Tm, 1)
On transforme le systéme de la fagon suivante :

Al = _*hl%‘ (Tm,c - Tm,f)
AT s = 2% (T, — T )
msCp.s
Ce qui donne en posant AT;, = Ty e — T s
% (AT) = ( holde _ holds ) AT,

mf Co.s Thccp,c
qui s’intégre entre P'entrée (z = 0) et la section z :

AT, (z) = ATy (O exp | —hgl [ —— + —2— )z}
mcCp,e msCp s »

Ce qui donne aussi :

m(%ﬁ%):w&(,l PR )

MeChp,c Thf Cp,f

Si on reporte I'expression de AT, (z) dans 'équation qui donnent Ty, ¢, on
obtient :

dTp,c = —= hol AT, (0)exp | —hgl | — ! + — ! z | de
mcCp,c . mCCP,C meP,f
qui s'intégre en : ‘

Toe () = T (0)

=— _ exp [ kol | - + - z]—-1
Ton,e (0) — Tom,z (0) (mep,f + mcCp,C) [ ( ! <"nc0p,c myCp,s

De méme équation :

AT ; = 99 AT (0) exp gl | —— +—L )z
msCp,s MmeCp,e  msCy s
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s’intégre en :

T (O) — Iy (0) (mep,f + mcCp,c) meCpe msCy,f
Ce qui permet de calculer les écarts de température chaude et froide entre
Pentrée et la sortie, en posant S = Ll :

T, e(0)~Tm e (L) __ miCps — — 1 1
T, e(0)=Trm s (0) — (ﬁlfcp.!"‘:"ccpm) [1 e¥p< hgsmax ('hccp.c + "hfcr.f)):l

Tm,f(L)—Tm,f(O) — ﬁccp.c _ —_— 1 1 .
Tn,c(0)—=Tm,r(0) — (rh,,Cp.f-l—rhc\Cp,c) [1 exp( hgsmax (ﬁbccp'c + rthP,f))]

NB : On peut montrer que les expressions précédentes sont valables pour
les échangeurs & co-courant (ms > 0) comme pour les échangeurs a contre
courant (my < 0), et que la section soit rectangulaire, cylindrique, triangulaire.
Si Péchangeur est tel que la surface Sy, offerte & 'un des deux fluides est
plus importante que la surface offerte & I'autre (par exemple pour un échangeur
annulaire ou un faisceau de tubes, le coefficient d’échange global h, est alors
rapporté, par convention 8 Spay. )

NB : Si m¢Cp s — oo (resp. mcCpe — 0), alors Tip ¢ (z) = T (0) =
constante (resp. Tp ¢ () = T, (0) = constante) et on est ramené au cas de
I'évaporateur (resp. du condenseur parfait) traité plus haut.

5.4 Calcul du flux de chaleur échangé

Le flux de chaleur échangé sur la longueur totale de I’6changeur est donné par :

® = —mcCp,c (Tm,e (L) ~ Trme (0)) =msCp,f (Tm,f (L) — Tm,5 (0))

Ce qui s’écrit encore :

mcz' = =~ (Tme (L) = Tm,c 0))
ﬁl,fgp'f = (Tm,f (L) - Tm,f (0))

dol :

1 1 | B
0] (mcC' ) + rIn,fC'p,f) = (Tm,f (L) - Tm,f (O)) - (Tm,c (L) Tm,c (0))

Si on utilise la relation établie plus haut :
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1
n (ATm (L)) — ‘hgsma.x - 1 + =
ATm (O) mcCp,c mfcp)f

on en tire :

L m(ATm(L))
meCpe  MsCps heSmax  \ AT (0)

d’oir :

q>( -1 m(ATm (L’.)) = (Tonsf (D) = T (0)) = (Tomse (L) — Tone (0))

BgSmax  \ AT (0)
soit :
o Tme (D) = Tne (0) = (Tonss (L) = Ton g (0))
® = hySumix T
In (ﬁﬁg)
ou encore :

(Tone (B) = Tony1 (L)) = (Tonse (0) = Tnyg (0))
i (57243)

® = hySmax

et si on pose :
AT, (0) — AT, (L)
in (572)
il vient en définitive, comme dans le cas & température de paroi constante
et que I’échangeur soit & co-courant ou & contre-courant :

ATm,Log =

o= thmaxATm,Log

5.5 Allure de I’évolution de la-températtire dans les dif-
- férents types d’échangeur

Echangeur & co-courant (m; > 0)
Dans un échangeur 4 co-courant les températures des deux fluides tendent
& converger en sortie.
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Tm

X

Evolution des températures dans un échangeur & co-courant

Echangeur & contre-courant (ms < 0) ‘
Plusieurs cas sont & distinguer suivant le signe de mCpc + msCp, s
Le cas particulier m.Cj ¢ +msCp 5 = 0 donne :

d
— (AT) =0

d’ott 'on déduit :

AT (z) = Tmye (z) — Tz () = constante = Tone (0) = Tin, 7 (0)

ce qui donne : -

ﬂ;c=—iﬂ£«ﬂn4m Tm, £ (0))
dlm 5 = —’l"ld—x (Tm . (0) - T,z (0))

: i
qui s’intégre directement et donne des profils linéaires de température :

%ww;nw@——J%ﬂTcm T )
Tt (@) = T (0) = 22— (T (0) = Tonyy (0)) @
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X

Echangeur & contre-courant avec m.Cp. +m £Cp,s = 0, cas ot la température de sortie du fluideEc)
froid est supérieure & la température de sortie du fluide chaud. - fro

Le cas m:Cyp,. +msCp s > 0 correspond aux situations suivantes :

X

Echangeur a contre-courant avec 'm,,.C',, ¢+ msCp s > 0, cas olt la température de sortle du fluideEc]
ﬁ~01d est supérieure 4 la température de sortie du fluide chaud. fro

Le cas m.Cp,c +m;Cp, <0 correspond aux situations suivantes :
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X

Echangeur & contre-courant avec m.Cp,. + m;Cp s < 0, cas oit'la température de sortie du fluideEc]
froid est supérieure 4 la température de sortie du fluide chaud. fro

Dans tous les cas, il apparait que, pour un échangeur & contre-courant, le
ﬂuide froid peut ressortir plus chaud que ne sort le fluide chaud : T, s (0) >
Ton,c (L), ce qui est impossible avec un échangeur 3 co-courant. Les échangeurs
4 contre-courant apparaissent donc comme plus performants que les echa.ngeurs
4 co-courant.

5.6 Efficacité d’un échangeur, nombre d’unités de trans-
fert '

Définitions

On a considéré plus haut que le débit était algébrique, de fagon & pouvoir
traiter & la fois le cas des échangeurs & co-courant et celui des échangeurs 4
contre-courant. Par contre, le débit de capacité, par définition, reste posmf
On notera donc :

Cr.=
Cry =|msCps

meCp ¢

et on posera :
Cruin = inf (mCpe, 4 Cp, 1) = inf (Cre,Cry)
Crmax = sup ("ﬁccp,c: mCp,s ) =sup (Cre, Cry)
Le flux de chaleur total échangé s’écrit :

|8l = Cre|Tom,c (L) =~ Tm,e (0)] = Cr [T, g (L) = T,z (0)

Par définition le fluide froid sort plus chaud qu’il ne rentre et c'ést I'inverse
pour le fluide chaud. Don en notant avec un exposant ® (resp. *) les grandeurs
relatives & I'entrée (resp. 4 la sortie), on a :
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|8l = Cre (Th,c = Tme) = Cry (T s — Tag)
On définit Pefficacité de I’échangeur (quantité sans dimension notée E) par

.

|@en |
ol Py, est le flux maximal, théoriquement transmissible dans P’échangeur.
Pour exprimer @y, il faut considérer qu’un des fluides subit la variation maxi-
male de température autorisée par le second principe & savoir Ty, . — T, f (ce
qui correspondrait par exemple 4 un échangeur & contre-courant de longueur
infinie). Seul le fluide de plus petit déblt de capacité peut subir cette variation.

On a donc :

Cre(Te.—To.) Cry (Tas -1z, )
CTmin (T,f,,C - T,‘;,f) - Crumin (Tm c— I, )

Par définition, E varie entre 0 et 1.

On définit le nombre d’unités de transfert (nombre sans dimension noté
NUT) la quantité :

E =

thmax
Crumin

ol on rappelle que Sy.x est la surface d’échange la plus importante, hy le
coefficient d’échange global de I'échangeur (rapporté a Syax) et Cryin le débit
de capacité minimal.

En pratique on peut toujours exprimer :

Crmin
E=f (NUT-, C )

Tmax

NUT =

Ainsi, pour tous les échangeurs, il existe des courbes représentant E en
fonction de NUT et qui sont paramétrées en fonction du rapport g—’-"ul. En
régle générale, I'efficacité est d’autant plus élevée que :

e le nombre d’unités de transfert est plus important (surface d’échange et
coefficient élevés),

e _que le rapport Q:JM- est faible (toutefois le cas hnnte ol I'un des fluides
a un débit neghgeable est sans intérét en pratique.

Calcul de Pefficacité d'un échangeur & co-courant

On supposera que Cryi, = Cry pour établir cette expression. On pourra
vérifier qu’elle reste vraie si Cryy, = Cr. On peut reprendre directement les

relations précédentes puisque Cry = lrh,fC’p, _f| =mysCp,s. Par ailleurs,
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Tren,c =dm,e (0)

T:w.,c = dm,e (L)
I = Tm,s (0)
T{;, r= D5 (L)

On a donc, d’aprés les résultats précédents :
P

Crc (Tm,c (0) - Tm,c (L))
Crm‘in (Tm,c (0) - Tm,f (0))

. 1
CC"'C : me ':f [1 — exp <—vhgsmax ( N L + = )):I
Tmin (m £Cp,s + mcCp,c) meCpe MG
_ 1 th’ma'x C"'min
T o1+ %::;‘_ [1 exp ( Cruin (l + CTmax))}

soit en définitive :

E =

o 1—exp('—NUT(1+%’::ff))

Cryi
1+ Gro

Calcul de 'efficacité d'un échangeur & contre-courant
On supposera toujours que Cryi, = Cry et on pourra vérifier de méme
que cette hypothése n’a pas d’influence sur le résultat obtenu. Ici on a Cry =

lmep,fI = -m;Cps et :

T:L,c = Tm,c (O)
T‘:t,c = Tm.c (L) .
L s =Tms (L)
Trf;, = Tom,z (0)

. Pefficacité est alors donnée par :

Cre (Tm,e (0) = Tim e (L))
Cruin (Tm,c (0) ~ Tm,5 (L))
C'rmax (Tm,c (0) - Tm,c (L)) .
Crmin ((Tm,c (O) - Tm,f (0)) + (Tm,f (0) - Tm:f (L)))
Tone(0)~Tom o (L)

C'rmax Tin,c(0)~Tom, s (0) -

. Ton, £ (0) T (L)
C‘f'mm 1+ Tm,c(Og—Tm,f(O)

E

On peut utiliser les expressions établies plus haut qui deviennent ici :

Ton,c(0)—Tm,c (L) _ —C
{ Tm,c(o)—Tm,f (O) - _Crf':fcrc 1 - exP (_thmax (_CITC- + —Clrf))

Ty p (L) =T y{0) _ ___Cre 1 1
T (0)—To, ,(o§ = —Crf’:i—Crc 1 —exp (‘hgsmax (Er‘c + —Crf))
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on a donc :

T (0) T (L) Crmin _ thmax _ Crmin ))]
Tm (0) T f (0) Crmin — Cruax 1-exp in ! a

et:
T s (L) Tm f (O) Crmax _ thmax _ Crain ))]
Tm c (O) T i (O) C""max ~ CTpin 1-exp Croin ! Crmax

il vient donc en définitive :

5 Cra ot |1~ exp (NUT (1 - oo )|
o Crmin Gruurun o Oty o Omge— excp (NUT (1 - G222 ))

\./
N—
et

Crae _ oSt 1o (W01 (1 B

= CT i —Crain Cr, Tmin
n Crmax —Crmin + C"‘mnx "C"'min NUT CTmnx

Crues 1= (NUT (1- Goue) )
Cruin 1 — Glmax exp (NUT (1 - _g—::m))

E =

1— exp(NUT(l amm))

g e (ur(- g22))

en multipliant en haut et en bas cette expression par — exp (—NUT (1 - g—:ﬁ‘:))

on obtient 1'expression que 'on trouve dans la littérature (Cf. Taine et Petit
par exemple) :

1—exp ( _NUT (1 —m))

Ezl—g{:ﬁ-exp( NUT(l ——m))
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